
1 Zadania Dodatkowe

Zadania nie s¡ obowi¡zkowe. Ka»de zadanie jest warte 1 punkt. Mo»na odda¢ do 3 zada«.

Zadanie 1 (Ci¡gªo±¢). Dla zbioru X niech T X
Zar, b¦dzie topologi¡ Zariskiego na X czyli

T X
Zar = {A ⊆ X|Dopeªnienie X − A jest sko«czone} ∪ {∅} .

Niech I = [0, 1] b¦dzie odcinkiem a K = [0, 1]2 kwadratem. Rozwa»my kwadrat K z
topologi¡ produktow¡ T I

Zar × T I
Zar, oraz z topologi¡ Zariskiego T K

Zar.

a) Uzasadni¢, »e
id :

(
K, T I

Zar × T I
Zar

)
→

(
K, T K

Zar

)
jest funkcj¡ ci¡gª¡.

b) Uzasadni¢, »e
id :

(
K, T I

Zar × T I
Zar

)
→

(
K, T K

Zar

)
nie jest homeomor�zmem.

Zadanie 2 (Zwarto±¢). Niech B = B((0, 0); 1) ⊂ (R2, deu) b¦dzie otwart¡ kul¡ eukli-
desow¡ o ±rodku (0, 0) i promieniu 1. Niech X = B ∪ {∞}. Niech TX b¦dzie rodzin¡
podzbiorów X dan¡ przez

U ∈ TX ⇐⇒

{
∞ /∈ U , oraz U jest otwarty w B , lub

∞ ∈ U , oraz B − U jest zwarty .

a) Uzasadnij, »e TX to topologia na X.

b) Wyka», »e przestrze« (X, TX) jest zwarta.

Uwaga: Przypominam, »e w de�nicji zwarto±ci zawiera si¦ warunek Hausdor�a.

Zadanie 3 (Przestrzenie ilorazowe). Niech (X, TX) b¦dzie przestrzeni¡ z poprzedniego
zadania. Niech D b¦dzie dyskiem jednostkowym, a S1 okr¦giem jednostkowym:

D = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ 1} , S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1}

a) Zde�niujmy funkcj¦ h : D → X wzorem:

h(a) =

{
a dla a /∈ S1 ,

∞ dla a ∈ S1 .

Uzasadnij, »e przeksztaªcenie h : (D, deu) → (X, TX) jest ci¡gªe.

b) Uzasadnij, »e (X, TX) jest homeomor�czna z D/S1

Uwaga: W zadaniu 3 mo»na u»ywa¢ tezy zadania 2.
Uwaga: Na ¢wiczeniach (chyba) pokazywali±my, »e D/S1 jest homeomor�czna z S2.
Operacja opisana w poprzednim zadaniu to uzwarcenie jednopunktowe. Te dwa zadania
pokazuj¡, »e uzwarcenie jednopunktowe kuli euklidesowej to sfera.
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Zadanie 4 (Przestrzenie ilorazowe i spójno±¢). Dla przestrzeni X zde�niujmy sto»ek nad
X jako

CX := X × [0, 1]/X × {1} .

a) Uzasadni¢, »e dla dowolnej przestrzeni X sto»ek CX jest ªukowo spójny.

b) Niech
S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1}

b¦dzie okr¦giem jednostkowym, a Y sum¡ rozª¡czn¡ dwóch okr¦gów

Y = S1 ⊔ S1 ≃ {(x, y) ∈ R2|(x− 2)2 + y2 = 1} ∪ {(x, y) ∈ R2|(x+ 2)2 + y2 = 1} .

Uzasadnij, »e sto»ki CY i CS1 nie s¡ homeomor�czne.

Zadanie 5 (Zupeªno±¢). Rozwa»my zbiór

X = {(x, y) ∈ R2|x ∈ Q ∩ (0, 1] , 0 < y < x} .

Niech dk b¦dzie metryk¡ kolejow¡, a dr metryk¡ rzeki.

a) Czy przestrze« (X, dk) jest zupeªna? Czy jest metryzowalna w sposób zupeªny?

b) Czy przestrze« (X, dr) jest zupeªna? Czy jest metryzowalna w sposób zupeªny?

Hint: Dokªadnie 3 z 4 odpowiedzi s¡ takie same.

Zadanie 6 (Homotopie). Rozwa»my sfer¦ n-wymiarow¡

Sn = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1|
n∑

i=0

x2
i = 1}

Niech A : Sn → Sn b¦dzie przeksztaªceniem antypodu, czyli:

A(x0, x1, . . . , xn) = (−x0,−x1, . . . ,−xn) .

Niech T : Sn → Sn b¦dzie przeksztaªceniem bez punktów staªych, czyli

∀x∈SnT (x) ̸= x .

Uzasadnij, »e przeksztaªcenia T i A s¡ homotopijne.
Uwaga: Mo»na odda¢ dowód tylko dla n = 1 ale b¦dzie warty 0,5 punkta.
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